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Grundlagen der Geometrie

Lany 1899 va publicar ' FESTSCHRIFT
ZUR FETER DEE ENTHCLLUNG DER GAUSS.WEBER-
Grund[Ctgen de’/' Ge(),rletrie’ DENKMALS 1IN QOTTINGEN. HERAURGEGEDEN VOX

DEM FEST-COMITEE. L THFIL,

un estudi sistematic de la
geometria classica, basat en
I’enfocament axiomatic; és
a dir, en els seus vint-i-un
axiomes basics i en els prin-
cipis de la logica. Dn DAVID HILBERT,

O, FROFESHON AN DER USIVERMTAT alirriviies.

GRUNDLAGEN DER GEOMETRIE

Vi

Aquest text va suposar
una revoluci6 conceptual: era
la llavor del formalisme hil-
bertia. Es pot considerar una
de les obres matematiques : o
més influents del segle XX.

HIT M0 1N DEN TELT GRUBUCKTEN FIIUKEN



Grundlagen der Geometrie

INTRODUCCIO. La construccié de la Geometria, i de I’ Aritmetica, no-
més necessita unes poques i senzilles proposicions fonamentals.
Aquestes proposicions fonamentals s’anomenen axiomes de la
Geometria. Posar-los de manifest 1 esbrinar-ne les connexions, €s un
problema que s’ha discutit des del temps d’EUCLIDES en nombrosos
1 excellents treballs de literatura matematica. Aquest problema es re-
dueix, doncs, a I’analisi 10gica de les nostres intuicions espacials.
Aquest assaig és una nova investigacio per construir la Geometria
sobre un sistema complet d’axiomes, el més senzill possible, deduint-
ne els teoremes més importants.
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Els Elements

Llibres 1, 11, III, IV, V1 VI
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Un text de PROCLE

Comentaris al llibre primer del Elements:

Qui vol cultivar la geometria ha de saber que cal aixecar-se per da-
munt d’un teorema per passar a un altre i elevar aixi I’anima cap a les
altures i no baixar mai a les coses sensibles ni fer-ne 1’ds que habitual-
ment en fan els mortals, i no oblidar que el més interessant és I’evo-

lucio.
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Els Elements

Breu presentacio dels Elements
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Els Elements

Algunes definicions

Josep Pla i Carrera Elements d’Euclides 12740



-
Exemples de definicions facils

Elements

Punt és allo que no té cap part.

Linia és una longitud sense amplada.
Els extrems d’una linia sén punts. (%)
Linia recta és la que jau igualment damunt els propis punts. ()

Frontera és I’extrem de quelcom.
Figura és allo que té extrems. (%)

Grundlagen der Geometrie

EXPLICACIO. Pensem en dos [o tres] sistemes diferents d’objectes:

els punts A, 3, ---;les rectes a, b, c,---[; els plans cv, 7,7, --].
Pero, HILBERT diu: Podriem parlar de taules, cadires i gerres de

cervesa.
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Exemples de definicions facils

Elements
Angle pla és la inclinaci6 de dues linies, una damunt de 1’altra.

Angle recte Quan la inclinacié d’un segment en un altre determina
dos angles iguals, tots dos s6n angles rectes.

Grundlagen der Geometrie
Després de I1I-3, HILBERT defineix angle.
En un pla o tenim dos se- miraigs /, /- diferents que parteixen del punt
() de «v 1 que pertanyen a rectes diferents. Al sistema d’aquests dos
semiraigs I’anomenen un angle.

I després, al final dels axiomes III-3, dona la definicié d’angle
recte que coincideix amb la dels Elements.
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Exemples de definicions facils

Elements

Cercle és una figura plana limitada per una corba —anomenada
circumferencia— de manera que tots els segments que
uneixen un punt de I’interior-—que s’anomena centre—
amb els de la circumferencia son iguals.

Un diametre d’un cercle és qualsevol linia que passa pel centre i esta

limitada, en tots dos costats, per la circumferencia.
Aquesta recta divideix el cercle en dues parts iguals. ()

Grundlagen der Geometrie
HILBERT no introdueix la circumferéncia fins ben entrat el text.

Ho fa després d’haver introduit el postulat de les paralleles
[(Hil 1899), p. 33-34 de I’edici6 castellana].
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Els Elements

Els postulats neutrals dels Elements
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Els postulats neutrals dels Elements

Elements
GEOMETRIA NUETRAL
Postulats d’existencia

Postulat 1. Es pot fer un segment que vagi d’un punt a un altre punt.

Postulat 3. Es pot fer una circumferéncia amb el centre en un punt
donat i de radi un segment donat.

Postulat operatiu [no deformatiu]

Postulat 2. Tota recta es pot perllongar una recta limitada [per
qualsevol extrem].

Postulat d’igualtat

Postulat 4. Tots els angles rectes son iguals.
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Consideracions de 1’angle recte

Podem sabersia =yi/oa =177

Grundlagen der Geometrie
Aquest postulat es transforma en el teorema 21. Calen els tres primers

rups d’axiomes. També demostra que 1’angle recte existeix.
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Els Grundlagen

Els axiomes neutrals dels Grundlagen
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Els axiomes neutrals del Grundlagen

EXPLICACIO. Concebem els punts, rectes [i plans] en certes relacions
reciproques: estar situat a, entre, congruent, parallel i continu. La
descripcié completa d’aquestes relacions de cara als fins matematics
resulta dels axiomes de la Geometria.
Els axiomes els divideixen en conc grups:
I. 1-8. Axiomes d’enllac.
II. 1-4. Axiomes d’ordenacio.
III. 1-5. Axiomes de congruéncia.
Iv. Axiomes de les paratleles.
v. 1-2. Axiomes de continuitat.
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Quatre axiomes neutrals dels Grundlagen

Grundlagen der Geometrie
I-1. Donats dos punts A, /3 existeix sempre una recta «, que amb cada
un dels dos punts, A, 3, es correspon muituament.
VJ?NJ?Q((P(;I?]) N P(xo) Ny # 22) — Jy(R(y) Nxy EYy N ag € y))
I-3. Damunt de cada recta hi ha almenys dos punts.
Vy(R(y) — Az Jxg(xy £ 29 A2y EY AN g € y))
Vo, VsV Vy (P([Iﬁl) A P(xza) A P(z3) A R(y)
Hi ha tres punts que no estan alineats.
= (x1F o Ny F 3N N3 F T ANT1 EYNT2 €EY) — (T3 ¢ (/))
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Les nocions comunes dels Elements

N ¢ 1 Dues coses iguals entre a una tercera son iguals entre si.
Grundlagen der Geometrie
II1-2. Considerem tres parelles de punts A, 13; A', B'; A”, B”.
Si A'B'= ABi A”B" = AB, aleshores A'B" = A" B",
Nc 213 Siafegim [sostraiem] coses iguals a coses iguals s obte-
nen coses iguals.
Nc 4 Les coses que coincideixen son iguals.
Nc 5 El tot és més gran que la part.

N ¢ 9 Dos segments rectilinis amb els mateixos extrems no
contenen mai una area.

Grundlagen der Geometrie
I-2. Donats dos punts A, /2 només existeix una recta «, que es cor-
respon mutuament amb cada un dels dos punts, A, /5.
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L’existencia als Elements i als Grundlagen

L’existencia en la geometria

Elements d’Euclides 23/40



-
L existencia als Elements i als Grundlagen

EUCLIDES
A la mentalitat grega, i per tant als Elements, 1’ existéncia esta intima-
ment vinculada a la construcci6 i la construcci6 a les eines permeses:
el regle i el compas.

S’afirma que és una condici6 que s’imposa a I’ Academia de PLATO.

HILBERT

En canvi, per a HILBERT, I’existéncia la imposa el llenguatge formal,
€s a dir, la paraula existeix o el simbol 4 només té sentit si el sistema
axiomatic és consistent —la condicio indispensable.

FREGE

Aix0 el portara a un enfrontament filosofic amb FREGE que afirma
que la veritat és absoluta i deriva de la dels axiomes.
Per tant, si la geometria euclidiana és vertadera, les altres hagin
de ser falses.
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[’ existencia als Elements

Elements
Existeixen:
El triangle equilater de costat donat A /3.
El quadrat de costat donat A /3.
El pentagon i el pentadecagon regulars de costat donat A 5.
I obviament, ’hexagon, octogon, decagon regulars i tots els que
s’obtenen dels que ja existeixen doblant el nombre de costats.

Donats tres segments arbitrais, existeix el triangle que els té com
costats. Cal un diorisma.

Existeix el rectangle de costats donats A5 i C'D?
I el paralelogram de costats donats A /51 C'D?

Existeixen els poligons regulars de set, nou, onze, tretze, disset,
dinou, vint-i-un, etc. de costat donat A5 ?
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L existencia constructiva als Grundlagen

Grundlagen
El capitol viI —que tanca I’obra del prussia—tracta de «les construc-
cions geometriques fundades en els axiomes [-1V».

Recorre, pero, al regle i al patré —és un instrument que permet
transportar un Unic segment.

Després d’establir que €s possible resoldre els cinc problemes que
havia trobat abans, dona el «criteri de resolubilitat dels problemes
geometrics amb regle i patré» perd ho fa, com és natural, reduint-lo a
una qiiestié de I'univers de 1’algebra.

També es pregunta: Amb el regle i el padré es pot construir el
mateix que amb el regle i el compas?

La resposta és negativa. No és possible construir el triangle
rectangle d’hipotenusa | i un catet de longituf |/2| — 1.
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Les proposicions als Elements 1 als Grundlagen

Les proposicions de la geometria
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El problema 1 [proposicio 1 del llibre 1]

Construccioé.

1. Amb centre en el punt A, tirem el cercle que passa pel punt B.  [P3]
2. Amb centre en el punt B, tirem el cercle que passa pel punt A.  [P3]
3. Aquests dos cercles es tallen en punt C. [?]

4. Unim el punt C' amb els punts A i B.

5. La figura trilatera AACB és el triangle equilater de costat AB.

B !
l r

Demostracio. ,
1. El;\scgments ABi A(’\sén radis d'un Ce;/clo //

Per ‘fant, sén iguals. 4 [Def. 115]
2. Els scgments AB i BC sén radis d’ unt ccrclc

Per tant,” s6n iguals, b ~ [D@f 115]
3. O sigui que els dos radis-AC i BC “sén-iguals-al fadi AB.
4.1 dos coses iguals a una tercera sén iguals entre si. Ne. 1]
5. En definitiva, els tres costats AB, AC'i BC' s6n iguals.
6. La figura A ACB és un triangle equilater. [Def. 120]
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Els problemes 2 i 3 [proposicions 2 i 3 del llibre 1]

Elements
EUCLIDES necessita la proposicié 1, no només per establir I’ existen-
cia del triangle equilater, sin6 també com una eina de construccio
—de fet, una eina de transport de segments— indispensable, com
palesa la proposici6 2:
Prop. 2. Volem portar a un punt donat [com a extrem| un segment
igual a un [segment| donat.

Es a dir, donat un punt O i un segment A /3, volem construir un
segment () /7 amb O/ = A. Se’n dedueix com a porisma immediat:

Prop. 3. Donats dos segments diferents, volem treure el petit del gran.
Grundlagen

III-1. Siguin A i B dos punts d’una recta o i A" un altre punt d’aquesta
recta o d’una altra diferent o'. Sempre podem trobar a un dels costats
determinats pel punt A" a la recta o', un iinic punt B’ de manera que

els segments A'B' sigui congruent a AB. Es a dir, ALB' = AB.
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El teorema 1 [proposicio 4 del llibre 1]

Elements
Prop. 4 (CAC). Si dos triangles tenen dos costats iguals i també I’an-

gle que contenen, aleshores aquests triangles tenen les bases iguals. A
més, també son iguals els dos triangles i el angles corresponents.
a1. Colloquem el punt A damunt del D.
as. Superposem els segments A5 1 DFE.
as. Aleshores, els 1 1 Eg)i\ncid@(gl.
by. Atés que els angles BAC i /D] sén
iguals, el segment AC' cau sobre el 1)/,
B [ o7 AN— 1y ¢y. Pero, els segments AC' i DF sén
iguals.
Prop. 8 (CCC). Dos triangles €2 Per tant, el punt C' cau sobre F.
amb els tres costats iguals d. Aixo fa que el segment B (' coincideixi
PR amb el segment //F' ja que altrament
son iguals. )
.. dos segments amb els mateixos extrems
Usa la mateixa tecnica.

contindrien una area. l.aixo €s impossible!
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Els Grundlagen

Grundlagen
4 R III-5. Si dos triangles /\ BAC' i
ANEDF complelxen lB = DFE i
AC = DF'i 134(Y = EDF ales-
B ¢ w3 hores ABC' = DEF.
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Els Elements

Prop. 23 Sobre un segment donat
(C'D] i en un punt donat del seg-
i << ment [(], volem construir-hi un an-
D gle rectzlznl [ﬁ(\ﬁ] igual a un angle
rectilini donat [ﬁ]
1. Primer determina un triangle /\ /' AG.
2. Donats tres segments és possible fer un triangle que tinguin els
costats iguals a aquests segments [Prop. 22].

Per poder-ho fer cal que dues circumferencies es tallin com a la
Prop. 1.

Elements

Ara, per0, imposa un diorisma: Dos costats junts son més llargs que

el tercer. [Molt curids aquest diorisma. Es la condici6 necessaria [i
suficient] per tal que dues circumferencies es tallin.]

3. Fa un triangle /A D' E que té els costats iguals al /\ /A,

4. Usa la Prop. 8, que ha establert usant el moviment:

Elements d’Euclides
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Els Grundlagen

Grundlagen

II1-4. Considerem un angle /(] ) en un pla o, una recta o' en un pla
o/ i una de les regions de o' determinada per o'. Sigui ' un semiraig
de o que surt d’un punt O' [de '|. En el pla o existeix un raig, i no-
més un, ' de manera que l’angle /(1. ) sigui equivalent a /(h', ") i
tos els punts interiors de ’angle /(1 |:") estan situats en la regio que
hem considerat respecte de «'. Simbolicament, / (I, k) = Z(h', k).

De la unicitat del transport d’angles i usant III-5, en resulta la unici-
tat del transport de segments.
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Els Elements: una demostracid directa
Elements

A 1. Per hipotesi AB = AC.
2. Els prolonguem, AC fins al punt L
i AB fins al punt K. [P2]
3. Portem un mateix segment a CL i a BL
a partir dels punts C'i B. [EI2]
4. Obtenim els segments CE i BF.

5. Per tant, els segments AE = AC'+ CE

B 6 Y C i1 AF = AB+ BF sén iguals. . [Nc2]
/’ ST \\ 6. Els triangles AAEB i AAFDB sén iguals. [E14]
c -7 T~_ ¢ 7. Els angles oo + 01 J+, i (i e sén iguals,

F ? - \Q E respectivament, i els costats BE i CF, també.

7 N 8. Per tant, els triangles ACEB i ABFC també E14
7 \ 9. Per tant, els angles 7 i 0 també.
7 % 10. En definitiva, cls angles i o ho sén. [Nc3]
K L
Grundlagen

Es la proposici6 11, una conseqiiencia immediata de II1-5 i III-4.
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Els Grundlagen: els axiomes II

II-1. Quan un punt B estaentre A1 C' (A, B, C'),1 A, Bi(C son dife-
rents, aleshores el punt 53 estaentre C'i A, (C, B, A).

I1-2. Donats dos punts A i (', sempre n’hi ha almenys un, /3, de la rec-
ta AC entre A1 B.

I1-3. D’entre tres punts d’una recta només un esta situat entre els al-
tres dos.

I1-4. Donats tres punts A, /3 i (' no alineats i una recta @ que no en
conté cap d’ells, quan la recta passa per un punt del segment A /3, pas-
sa també per un del segmenti AC' o BC.

Consqiiencia. Els dos segments AC'i BC' no poden ser tallats per la
recta .
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Els Grundlagen: una demostracio directa

Teorema 3. Collocat entre dos punts A i (', sempre existeix almenys
un punt [ en la recta AC. [Un segment almenys té un punt entre els
dos extrems, diferent d’ells.]

1. Hi ha un punt E fora de la recta AB. [I-3]

E 2. A AFE hi ha un punt F' de manera que
,/’/ N el punt F es troba entre A i F. [I1-2]

’E_K/’/ \\ 3. A FC hi ha un punt G de manera que
A SRS " \\_\C el punt C es troba entre F'i G. [I1-2]
D™~ \ 4. El punt G no esta entre els punts F'i C. [II-3]

N - \\ 5. La recta EG talla el segment AC' en un

h :bG punt D. [I1-4]
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Els Elements: una demostracié indirecta

Pregunta. Si els angles a la base son iguals, el triangle és isosceles?

La resposta és:

E1, prop. 6. Tot triangle amb dos angles iguals és isosceles.
H, teor. 24. Tot triangle amb dos angles iguals és isosceles.
[Tots dos usen una demostracié indirecta, perod ho fan diferent]

Demostracié indirecta dels Elements:

SlgUI A B —10 un triangle amb els angles
ABCiACB iguals [ﬁgura (a)]

Afirmo que els costat A /31 AC' sén
iguals.

Si no és aixi, son desiguals.
Per tant, un d’ells és més gran que a
Ialtre. [hipotesi auxiliar] B - C
La figura d’EUCLIDES
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Els Elements: una demostracié indirecta

Suposem, per exemple, que /5 és més

gran que
Ara portem damunt de A 72, a partir
del punt /5.
Obtenim el segment , que ésigual a
. [E 1, prop. 2]
Unim els punts ("1 /). [P1]

La figura d’EUCLIDES -

(a) == (b) + (¢)
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Els Elements: una demostracié indirecta

Els triangles /A D BC 1 AAGE sén
iguals perquel, per hipotesi,] tenen els
, angles DBCiACB iguals,
1 els costats respectius que els formen
iguals:
\ ) B igual a ACT, per construccio, ]
v ® i BC' és comu [figures (b) i (¢)].
[E1, prop. 4]
Per tant, el costat /)" del triangle /\ /) 5’ és igual al costat A /3 del
triangle /\ B AC
i els triangles /A BC' i /A BAC també sén iguals. [E1, prop. 4]
Impossible!, perque el triangle /\ /) 5" és dins del triangle /\ 5 AC.
[reduccio a ’absurd]
D’aix0 en resulta que la hipotesi auxiliar és falsa, els costats A5 i
AC no son desiguals i, per tant, els costats A/ i AC' sén iguals.
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Els Grundlagen: una demostracio indirecta

Teorema. En el transport de segments hi ha unicitat.

A B
Suposem que el segment A /3 es transpor-

ta a un semiraig d’extrem /|’ de dues ma-
neres, A’ B’ i A’B”. [hipotesi de I’absurd]
Sigui (' un punt exterior a la recta

A'B'. [1-3]

Tenim:
a) AB' = A'B". [ITI-2]
b) AC" = AC. [IXI-1 i ITI-2]
¢) /B'AC' = /BA". [per definicid]
Per tant, /A'C'B' = ZA'B'C". [ITI-5]

Aix0 contradiu III-4 (La unicitat del transport de 1’angle).

En conseqiiencia, el transport d’un segment €s unic.
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